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RESUMEN

Se ha desarrollado, e implementado en un programa informatico, la formulacion matematica de un
modelo de calculo para analizar el comportamiento dinamico de rotores flexibles con apoyos de
comportamiento no lineal y cuya estructura soporte no sea necesariamente rigida.

Se han modelizado matematicamente los apoyos, elementos "estéticos" (aunque sujetos a
vibraciones) y "rotativos", que presentan una problematica diferente que conduce a la utilizacién de
técnicas distintas para su simulacién dindmica. Los elementos rotativos sufren esfuerzos de inercia
debidos a efectos giroscépicos y desequilibrios, y excentricidades y desalineamientos generan
esfuerzos variables en el tiempo. Se han aplicado técnicas de “sintesis de componentes® para
aprovechar los resultados obtenidos de la modelizacion independiente de ambos problemas:
caracterizando la "parte estatica" mediante sus parametros modales para incluirlos en el estudio de la
"parte rotativa". El acoplamiento se ha realizado a través de los esfuerzos de accién-reaccion que
introducen los apoyos del rotor. Planteadas las ecuaciones del movimiento, el modelo permite obtener
sus parametros modales y simular el comportamiento en régimen estacionario o transitorio.

ABSTRACT

An informatic program based on a developed Calculation Model for the analysis of the dynamic
behaviour of flexible rotors is presented. This Calculation Model would allow the proper representation
of the flexibility of the non-rotating part of the rotating machines along with the non-linear
characteristics on the flexible rotor and its supports.

1. Introduccion01020304

El analisis dindmico de rotores flexibles constituye un importante campo de
investigacion para acercarse al conocimiento del comportamiento de las maquinas
rotativas en general. El efecto de la inercia rotatoria y diametral en las frecuencias
naturales del rotor ya fue estudiado por Rayleigh /1/, en 1896, y Timoshenko /2/
anadié a este planteamiento el esfuerzo de cortante. La influencia de los efectos
giroscopicos en las velocidades criticas del rotor ha sido ampliamente estudiada por
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Green /3/, Ditemberg /4/ y Eshleman y Eubanks /5/, por mencionar algunos. Por su
parte, Amitabha /6/ estudia con modelos sencillos el efecto de la friccién y
amortiguamiento internos, la anisotropia del eje y la pelicula de lubricante en los
apoyos, mientras otros autores como Rao /7/ han presentado publicaciones parecidas
y Den Hartog /8/ estudia el efecto de la anisotropia del eje.

También el MEF ha sido aplicado a la dinamica de rotores. Nelson /9/, /10/ para
estudiar el efecto del cortante, Zorzi y Nelson /11/ el efecto del amortiguamiento sobre
la estabilidad, y Vinyolas /12/ y Vera /13/ para analizar las velocidades criticas y la
respuesta en el tiempo del rotor con la consideracion de los efectos de cortante,
inercia rotatoria, carga axial, amortiguamiento interno y efecto giroscépico.

Sin embargo, el problema aqui analizado recoge /14/ ciertas particularidades no
presentes en los estudios citados: el caracter no lineal de los apoyos de la "parte
rotativa" y la flexibilidad de la "parte estatica" que les sirve de soporte. Con ese
objetivo, se ha desarrollado la formulacion matematica de un modelo de calculo para
analizar el comportamiento dinamico de rotores flexibles con apoyos no lineales y
estructura soporte no necesariamente rigida. Se han modelizado matematicamente
los componentes principales: apoyos, elementos que se denominaran "estaticos", aun
cuando estén sujetos a vibraciones, y elementos "rotativos". Estos ultimos presentan
una problematica diferente que conduce a la utilizacion de técnicas distintas para su
simulaciéon dinamica. Asi, sufren esfuerzos de inercia producidos por efectos
giroscépicos y desequilibrios; ademas, errores de montaje como excentricidades o
desalineamientos dan lugar a la aparicion de esfuerzos variables en el tiempo,
consecuencia de la rotacion.

Un analisis conjunto resultaria excesivamente complejo. Las técnicas de "sintesis de
componentes" /15/ y /16/ permiten aprovechar los resultados obtenidos de la
modelizaciéon independiente de ambos problemas caracterizando la parte "estatica”
por sus parametros modales - obtenidos en el analisis modal -, para incluirlos en el
modelo de la parte "rotativa”. Se reduce asi la dificultad y tamafo del problema al
aprovechar la linealidad de la parte "estatica" que, por su geometria, suele ocasionar
mayores problemas de modelizacion. La parte "rotativa", por su parte, pese a
introducir un caracter no lineal mayor, resulta mas sencilla de modelizar.



El rotor se ha modelizado
Rotor Disco (Fig. 1) dividiéndolo en
— elementos de que definen
la geometria con su
longitud y diametro, inicial
y final, y aportan rigidez,

Fundacién de hormigén masa, inercia y
Fig. 1. Esquema del rotor y su acoplamiento a la "parte estatica" amortiguamiento al
sistema.

Los elementos vienen definidos por los nudos -con cuatro grados de libertad (g.d.l.):
dos desplazamientos y dos giros- en los que puede situarse un disco, que aporta
masa e inercia, 0 un apoyo, que introduce unos esfuerzos como resultado de la
interaccién entre el rotor y la "parte estatica".

El acoplamiento de las ecuaciones de rotores flexibles (1) con las ecuaciones de la
"parte estatica" (2), expresadas en funcién de sus parametros modales,
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se realiza a través de los esfuerzos de accion-reaccion en los apoyos del rotor. La
representacion simbdlica del acoplamiento viene dada por la Fig. 1, donde Xgi, Xg; SON
las coordenadas de los nudos i, j del rotor y Xe1, Xen las de los nudos 1 y n de la parte
estatica (asociados a los apoyos 1y n).

2. Planteamiento matematico

Deducidos y acoplados ambos sistemas de ecuaciones, se han desarrollado los
métodos de calculo necesarios para su resolucion bajo tres situaciones:

- Suponiendo nulas las fuerzas que actiuan sobre el sistema. La resolucién, asi
planteada, se convierte en un problema de valores y vectores propios.

- Considerando arménicas las fuerzas que actian sobre el sistema, lo que
equivale al analisis del comportamiento del rotor en régimen estacionario.

- Admitiendo la hipétesis de unas fuerzas exteriores cualesquiera, obteniendo la
respuesta en el tiempo -transitorios- del sistema "rotor-parte estatica".



Para plantear las ecuaciones de un rotor flexible de seccién circular, isétropo y rigido
a torsién, se han obtenido las expresiones de las energias cinética y potencial y de la
funcion de disipacion del sistema en base a las coordenadas generalizadas,
aplicando posteriormente las ecuaciones de Lagrange. Se han establecido tres
sistemas de referencia (Fig. 2):

- F: (X, Y, 2): Sistema fijo, con el eje "X"
coincidente con la linea de centros de
gravedad del rotor parado.

- R: (x, y, z): "X" coincide con la linea de
centros de gravedad del rotor parado, y
los ejes "y" y "z" se definen a partir de F

con una rotacion (wt) alrededor de "x".

V

Fig. 2. Sistemas de referencia

- D: (a, b, c): "a" perpendicular a la seccién del rotor y "b" y "c" solidarios con ella.
Se puede obtener a partir del F mediante una serie de rotaciones, /17/y /18/. De
cara a la formulacién de las ecuaciones interesa tomar "a", "b" y "c" de modo
que sean principales de inercia. Si la interseccion entre la seccién del disco y la
linea de deformada neutra no coincide con el centro de gravedad de la seccion
(G) se definen las coordenadas de G en el sistema (a,b,c): (0, J4, Kg)

Se han considerado cuatro gdl por nudo: dos desplazamientos (V,W) y dos giros
(B,C) -que determinan el centro geométrico de la seccidén y su orientacién- (Fig. 3).
Las expresiones matriciales de la energia cinética y potencial del elemento rotor se
han deducido interpolando los desplazamientos y velocidades de cualquier seccidén en
funcidn de los valores asociados a los nudos extremos. Analizados los discos vy
elementos del rotor, se han ensamblado las matrices y aplicado Lagrange para
obtener la expresion matricial del sistema de ecuaciones de movimiento del rotor.

La Fig. 2 permite distinguir la velocidad de giro
del rotor (Q=é) de la velocidad de combadura o
precesion (w) -velocidad de giro de los ejes
méviles-.

Llamando al vector {g}={V W B C}' "coordenada
generalizada " de los nudos, la energia cinética
del disco se puede expresar matricialmente /19/:

Fig. 3. Elemento finito de rotor.
G.D.L. de los nudos extremos y de una
seccion arbitraria
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donde [M]° es la "matriz de masas" {V}° el "vector de descentramientos" y [H]’ una
matriz que dara lugar, posteriormente a la "matriz giroscépica":

m, 0 O OD 0 OE [+K,cos6-J,senB0]
U
[M]d:DO my, O OD [H]d %) 0 0 0 v) :de@Jdcose—deeneg
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y siendo mg, |, € |p la masa y los momentos de inercia polar y diametral del disco.

La energia cinética de un elemento de rotor se obtiene por integracion de (3),
interviniendo la masa por unidad de longitud (m.), los momentos de inercia go Y gp,
diametral y polar por unidad de longitud, y el descentramiento del rotor en cada
seccion. Al considerar que el centro de gravedad de una seccidon cualquiera no tiene
que estar situado en la linea neutra, aparece un término que, derivado con respecto a
g y cambiado de signo, se convertird en la expresion de las fuerzas generalizadas.

Aplicando la teoria de Timoshenko para la flexibn de vigas /20/ mediante un
coeficiente (k) que permite considerar que el cortante no es constante a lo largo de la
seccion, la integracion se extiende a lo largo de la longitud del elemento y los
vectores {V; W, B, C}'= {q} se corresponden con los de una seccién arbitraria (Fig. 3),
pudiéndose expresar, mediante la "matriz de funciones de interpolacion” [W/g] /21/, en
funcién de los nudos extremos del elemento {V; W; B; C; V> W, B, C.}'= {q}

(v.w B c={a} =[w/ddd

A partir de (3), la expresion de la energia cinética del elemento de rotor sera /22/:

(5)
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Sustituyendo (5) en (6) queda, de forma simplificada:
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siendo
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La energia potencial del rotor (U°) -/23/ y /24/- puede descomponerse en la debida al
momento flector (Ug), la debida al cortante (Ur) y la debida a la carga axial (Ua):

Us + U3 +U; = th " K] +[A] (9)

donde [K'] incluye la rigidez debida al momento flector mas el esfuerzo cortante y [A]
la asociada a la carga axial. De forma simplificada, (9) puede expresarse:

u
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Por lo que se refiere al amortiguamiento, puede ser externo e interno. El externo lo
introducen los apoyos y elementos del rotor, provocado por la resistencia del aire o
del fluido que rodee al rotor. De cara al planteamiento de las ecuaciones de
Lagrange, se ha tomado en consideracién la funcién de disipacion de Rayleigh:

1 197 .
D, = C
e 2[{]Q} [[]e][{]CI} (11)
donde [C.] es la matriz de amortiguamiento externo del rotor, suma del
amortiguamiento de los apoyos mas el de los elementos.

El interno se produce de forma exclusiva en los elementos del rotor y resulta ser:
1 a7 .
D =— C.
i ZE{JP} tfc,| chi} (12)

donde {p} son las coordenadas méviles y [C] la matriz de amortiguamiento interno del
rotor, que se ha supuesto proporcional:[Ci] = o (M] +a, K]

Siendo L la Lagrangiana del sistema (L = T- U), D la funcién de disipacion de
Rayleigh, y {g} el vector de coordenadas generalizadas (cuatro por nudo -V, W, By C-
y una coordenada mas -6-, comun a todos los nudos), las ecuaciones del movimiento
del rotor se obtendran aplicando las ecuaciones de Lagrange:

bl 20" 3 (1



Acoplando las expresiones obtenidas para la energia cinética y potencial (3), (7) y
(10) y aplicando (13) se obtienen las ecuaciones del movimiento del rotor /25/:
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Donde {F} recoge las fuerzas ejercidas sobre cada nudo como consecuencia del
descentramiento del centro de gravedad y se obtiene derivando con relacién a {q} la
energia cinética debida al descentramiento, Ip es la inercia polar del rotor, [G] es la

matriz ensamblada de las [G°] asociadas a cada elemento [Ge = He] —He [ y [R] es:
[cos6 -senB 0 0 C
%ene cos0 0 0 =
Rl = -
D 0 0 cos® -sen6L (15)
D 0 0 -senB cosH E

tal que cuando el rotor es de seccidn circular, se comprueba /26/ que:

RIdc]dR" =[c] [Rldc|drl™ = 6rc]

De forma resumida, la ecuaciéon matricial (14) puede expresarse:
[MFX]{;(F!}_'{CR]{XR}_"I:ERJ{)-(R}_'RRJ{XR} ={Fr}

(16)

(17)
siendo [Mg] la matriz de inercia del rotor, [Cg] su matriz de amortiguamiento (externo e
interno), [Gal la matriz giroscopica |Gp|=-00Gg|, [Ksl la matriz de rigidez
[KR]—[KR]+eEtCR‘, {xr} el vector de coordenadas de los nudos del rotor y {Fg} las
fuerzas que actuan sobre el mismo.

Por lo que a la “parte estatica” se refiere, su sistema de ecuaciones expresado en
funcion de los parametros modales del Andlisis Modal de la misma adopta la forma:

[m. X} He Kn} Hk K} =<ap {F.} Had {F..}

(18)
donde [m¢], [Ce] ¥ [Ke] SON Matrices diagonales, [®] es la matriz de modos de la parte
"estatica", {n.} su vector de coordenadas modales y {F.} el vector de fuerzas que
actuan sobre la parte "estéatica".



Los apoyos incorporan al sistema unos esfuerzos no lineales, fruto de la interaccion
"rotor-apoyo-parte estatica", y cuyo valor sera funcion /12/ del movimiento relativo
entre las partes "rotativa" y "estatica"- y puede expresarse para el nudo "i":
[Fai] :{Fai(XiR — XgXp _Xle)}
(19)

A la fuerza introducida por el apoyo "k" en la direccién "s" -asociada al gdl "qgs" del
rotor- se la denominara "Fay" y su valor dependera del desplazamiento y velocidad
relativas entre el apoyo -como elemento participante de la parte estética- y el rotor:

p‘ks = qs _6aks uks = qs _Saks

Ao

Rotor

siendo days Y 5 as €l desplazamiento y velocidad del apoyo
en la direccion s (Fig. 5).

fay

Recordando la expresidén genérica de una ecuacion modal:

ml’hr +Cl‘hl’ +krnr ={¢r]T{F}

(20)
Fig. 5. Conjunto rotor-apoyo Dado que en el sistema de ecuaciones que se obtenga al
acoplar (17) y (18) apareceran los gdl del rotor {q} y las

coordenadas modales {n} de la "parte estéatica", la contribucion en la direccién "s" del
apoyo "k" al vector de fuerzas sera:

-

{Faks} :{Of --0,1,0, - -O,—CIZ?,—CQ; ° '_q?"modos} IEaks :{aks} EEbks (21 )

donde el "1" correspondera a la posicién del gdl del rotor "gs", asociado al apoyo "k"
en direccion "s", y el resto de las posiciones no nulas del vector a las diferentes
coordenadas modales de la estructura estatica.

Desglosando en (17) y (18) los vectores de fuerzas -{Fg} y {F¢}- en fuerzas internas al
sistema y fuerzas externas, se obtiene:

[MR]{;(R} +[CR]{).(R] +\6RH)'(R} +IRRHXR} ={fRi] +{fRe] (22)
[mefifi} +lecn) +lk.[in.} =[]t} +[o]{f..] (23)

siendo {fre}, {fri} ¥ {fee}, {fei} las fuerzas exteriores e interiores que actuan sobre rotor y
parte "estatica", respectivamente. Y son precisamente las interiores, debidas a los
esfuerzos en los apoyos, las que permitirdn acoplar los sistemas. Recordando (19):

{fa) = 1.} ={Falxq —x x5 =, )} (24)



y considerando que el movimiento de la "parte estatica" puede expresarse en funcion
de sus modos de vibracidn, las fuerzas en los apoyos resultan:

N2modos

Z(Pe i, O [CD]{ } { Ri} = _{fei} :{Fa(XRanesXthe)} (25)

donde "Fa" es una funcion dependiente de las incdgnitas del sistema, por lo que
corresponde pasar dichos términos al miembro izquierdo de (22) y (23):

Mexr}+HecrKx=} _'{ER J{XR} —'RR J(XR} —fri} =ffre}

(26)

[meKval} oo Kia} o Kra} <P {ro:} =P {rc}

(27)
3. Resolucion de las ecuaciones del sistema

Los pardmetros modales caracterizan el comportamiento del rotor en régimen
estacionario (velocidad angular constante) cuando los apoyos pueden considerarse
lineales. Se obtienen resolviendo el problema de autovalores y autovectores
[Allz) = 7] que se plantea al hacer nulo el término de fuerzas -vibraciones libres-
asociado a las ecuaciones del movimiento (26) y (27) y donde:
= 2 (el+le]) (] +8e]E ()7 =[x
5 i o] e (28)
En el andlisis del rotor en régimen estacionario, se trata de determinar la respuesta a
la excitaciébn provocada por desequilibrios o el desalineamientos. La resolucién de
esta cuestion sélo tiene sentido en dos supuestos: partiendo de la hipotesis de
linealidad de los apoyos, o -considerando apoyos no lineales- pretendiendo analizar
unicamente el primer arménico de la respuesta del sistema. Considerando los apoyos
con caracteristica de comportamiento lineal, las ecuaciones del sistema pueden
expresarse /27/:

Mifx} +[ ] - olalfx) +[K] +8iE] ) = (29)

donde el vector {F} tiene la forma: {F} Z{{fRBe fr,) T [@]T{F, }]T ={—62{V}' [qn]T{fe}]T
siendo el vector {V}'=a{V}/98, y el vector {V} el obtenido al acoplar los {V}° y {V},

vectores de descentramiento asociados a los discos (4) y elementos (8) del rotor.

Suponiendo nulas las fuerzas exteriores que actuan sobre la parte estética ({fec}=0), y
considerando las fuerzas generalizadas -no nulas- expresadas de forma armoénica
- OOZ{V}"“, la respuesta también sera de tipo arménico pudiendo expresarse:



[ ={Xle {x =idXe (X} =-f{X]e" (30)

Introduciendo estas consideraciones en la ecuacion (29):

l— W [M] +id[C] —G[G]‘+ C]”(X} = E_oﬁvlgz ~w? %QE (31)

Al coincidir la frecuencia de excitacién w con la 8 del rotor, despejando la respuesta
{X} se obtiene un sistema de ecuaciones de matriz compleja de facil resolucion:

K] +8

{x) =—3[-c5 M) +iclc] —cal] +[K] +ofe]]” E%\S%E (32)

Para determinar la respuesta en el tiempo hay que integrar el sistema de ecuaciones
(26) y (27). Existen varios métodos numéricos, y Garcia de Jalon y Bayo realizan /28/
una descripcion de los mas utilizados: el método de las Series de Taylor y su
aproximacién conocida como método de Euler, los métodos explicitos e implicitos de
Runge-Kutta, los métodos explicitos e implicitos multi-etapa y la familia de algoritmos
del método de Newmark, la mas popular familia de algoritmos empleada en este tipo
de problemas. En este caso, se ha aplicado el método de Newmark haciendo uso del
algoritmo de integracion en el tiempo conocido como la "regla trapezoidal”.

El sistema que resulta al aplicar el método de integracion es doblemente no lineal: la
no linealidad de los apoyos y la incorporacion de la variable 6 que interviene en la
formacion de matrices y vectores y, ademas, afade al sistema una ecuacion en la
que los gdlI del rotor, incognitas del sistema, aparecen en las matrices. Por ello, se ha
linealizado el sistema con el "método iterativo de Newton-Raphson", con
convergencia de orden cuadratico en la proximidad de la solucién /29/.

El analisis de la respuesta en el tiempo lleva a la integracion de las ecuaciones (26) y
(27), donde las matrices del rotor aparecen orladas por la ecuacion inferior del
sistema (14) asociada a la coordenada 6. La aplicacion del método de Newmark
(método implicito) lleva a considerar el equilibrio del sistema en el instante "t+At":

flu~) ={o] )

siendo U = (x,x,xt) y U* la solucion de dicho sistema para el instante "t+At".
Los pasos seguidos en el procedimiento iterativo hasta el equilibrio en "t+At" son:

1- Estimacion para ese instante de una posicién inicial a partir de los resultados del
paso de integracién anterior (se ha supuesto movimiento uniformemente acelerado):



ol =050 el =l # it fx)” =l + i Jate Lo (34
2- Linealizacién del sistema mediante la aplicacién de Newton-Raphson:

oyl ) 4 Bﬂa {A]+B»H muEﬂH (a4 ={0]

|]+Atu(| 1) |]+Atu[| 1) X O+t yfi-1) (35)

I+Atf(U ) 0Of

donde, pasando los términos conocidos a la derecha de la igualdad,
[MHAt](H){Ak} +[Ct+At](i_1){A5<} "'[Ktmt](H){AX} =-f t+AtU(H))

S LR N AR P . 1

[PX Ceatyli-1) [OX T+atyfi-1) [PX ot yfi-1)

(36)

siendo: M.

3- Aplicacién del método de integracion -Newmark- considerando la suposicion
realizada (34) al comienzo de cada paso de integracion:

{Ai} =a,{0x] {AX} =a,{Ax} Iao[Mt+m - +a1[Ct+At - +[Kt+At [H)J{AX} =-f HAIU(H)) (37)
4- Resuelto el sistema (37), se calcula:
{Xtmt}i :{Xt+m][i_1) +{AX} {Xt+At}i :{xt+At}(i_1) +a1{AX] {.Xtmt}i :{.).(twt}[i_ﬂ +ao{AX} (38)

Si el desequilibrio del sistema X X Xt + Ot @5 mayor que la tolerancia fijada
por el criterio de convergencia se regresa al paso 2.

4. Conclusiones

Se ha desarrollado la formulacion matematica de un modelo de calculo que permite
analizar el comportamiento dinamico de rotores flexibles con apoyos de
comportamiento no lineal y cuya estructura soporte no es necesariamente rigida.
Planteadas las ecuaciones del movimiento del sistema, el modelo calcula sus
parametros modales y simula su respuesta en régimen estacionario o transitorio.

El modelo de calculo se ha implementado en un programa de computador disponible
para ser utilizado en entornos de 32 bits como Windows NT. El desarrollo de dicho
programa se ha llevado a cabo haciendo uso de los lenguajes de programacién C,
C++y FORTRAN.
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